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Quantum  radiative  characteristics  of  slowly  varying  nonstationary  Kerr‐Newman 
black  holes  are  investigated  by  using  the  method  of  generalized  tortoise  coordinate 
transformation.  It  is  shown  that  the  temperature and  the  shape of  the event horizon of 
this  kind  of  black  holes  depend  on  the  time  and  the  angle.  Further,  we  reveal  a 
relationship that is ignored before between thermal radiation and non‐thermal radiation, 
which is that the chemical potential in thermal radiation spectrum is equal to the highest 
energy  of  the  negative  energy  state  of  particles  in  non‐thermal  radiation  for  slowly 





















Stationary  black  hole  is  merely  an  ideal  model.  Actual  black  holes  are 
nonstationary due  to Hawking evaporation and  the accretion. And  the masses of most 
black  holes  that  can  evolve  up  to  now  are  greatly  large,  which  also  means  that  the 
evaporation of black holes  is very  slow and  the metrics of black holes  change  slowly. 
Hence  the  relatively  significant  black  holes  are  slowly  varying  nonstationary  black 
holes. 
No  doubt,  the  research  on  slowly  varying  nonstationary  black  holes  is  highly 
important for not only the theory of black holes but also the observation of black holes. 
There are a large amount of charged rotating celestial bodies in the universe, and one of 




quantum  mechanical  barrier  penetration  across  the  event  horizon  of  black  holes. 
Sannan  improved  their  method  and  obtained  the  probability  distributions  of  both 
bosons and fermions emitted to infinity [2]. Then in the 1990s, Refs. [3‐5] made further 
improvements  in  these parts, and calculated  the  location of  the event horizon and  the 
temperature  of  nonstationary  black  holes  simultaneously  by  using  the  method  of 
generalized  tortoise  coordinate  transformation,  and  obtained  the  Hawking  thermal 
spectrum.  Ref.  [3‐5]’s  results  are  consistent  with  those  obtained  by  calculating  the 
vacuum  expectation  values  of  the  renormalized  energy‐momentum  tensors  on  some 
spherically  symmetric  nonstationary  black  holes. Therefore,  one  can  obtain  the  event 
horizon  equation,  Hawking  temperature  and  thermal  radiation  spectrum  of 
nonstationary  black  holes  more  conveniently  and  more  exactly  via  the  method  of 
generalized tortoise coordinate transformation [6‐9]. 
The main purpose of  this  letter  is  to  investigate  the  thermal and  the non‐thermal 
radiation characteristics of slowly varying nonstationary Kerr‐Newman black holes and 
the  relation  between  the  two  kinds  of  radiation.  Section  2  calculates  the  location  of 
event horizon, Hawking  temperature and  the  thermal  radiation  spectrum  in detail by 
using  the method of generalized  tortoise coordinate  transformation  [3‐9].  In section 3, 
we  formulate  the  highest  energy  of  negative  energy  state  of  particles  in  non‐thermal 
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where metric signatures are ( ‐, +, +, +) and 
  2 2 2 2( ) cosr a vρ θ= + ,  (2) 
  2 2 22 ( ) ( ) ( )r M v r a v Q vΔ = − + + ,  (3) 
in which  ( ), ( ), ( )M v a v Q v   all vary slowly with the standard advanced time. 
The surface equation of event horizon can be written as 








∂ ∂ =∂ ∂ ,  (4) 
From the above equation, we can obtain 
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Hr   is  the  location  of  event  horizon  and  depend  on  the  time  and  the  angle.  When 


























Klein‐Gordon  equation  near  the  event  horizon.  The  explicit  form  of  wave  equation 
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describing the dynamic behavior of scalar particles with mass  μ   and charge  β  
  ( ) ( ) 21 ( ) ( ) 0i A gg i A x xg x xμνμ νμ νβ β φ μ φ∂ ∂⎡ ⎤− − − − =⎢ ⎥− ⎢ ∂ ∂ ⎥⎣ ⎦ ,  (7) 
substituting  the Lorentz gauge condition  ( )1 0g g A
g x
μ ν νμ




2 21 2 0
g g
g g i g A A A g
x x x x g x x x
μνμν μν μν μνμ μ νμ ν ν μ μ ν ν
φ φ φ φβ β φ μ φ∂ ∂ ∂ ∂ − ∂ ∂+ + − − − =∂ ∂ ∂ ∂ − ∂ ∂ ∂ .  (8) 
Putting nonzero components of the metrics and electromagnetic 4‐vector into Eq. 
(8), we have 
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⎧⎪ = + −⎪⎪⎪⎪ = −⎨⎪⎪⎪ = −⎪⎪⎩
,  (10) 
where  0 0,v θ   are constants under the tortoise transformation,  ( )0 0,vκ κ θ≡   is 
an  adjustable parameter. The  generalized  tortoise  coordinate  transformation  can  give 
simultaneously  the  exact  values  of  the  location  and  the  temperature  of  the  event 
horizon of nonstationary black holes. Basically,  this method  is  to reduce Klein‐Gordon 
equation in a known black hole background to a standard wave equation near the event 
horizon  by  generalizing  the  common  tortoise‐type  coordinate 
( )1 ln
2 H
r r r rκ∗ = + − in  a  static  or  stationary  spacetime  [1,  2]  (where  κ   is  the 
surface  gravity  of  the  studied  event  horizon)  to  a  similar  form  in  a  nonstatic  or 
nonstationary spacetime and by allowing the location of the event horizon  Hr   to be a 
function of the advanced time  v t r∗= +   and/or the angles  ,θ ϕ . 
Applying  the  transformation  of  Eq.  (10)  to  Eq.  (9),  via  some  arrangement, 
multiplying  ( )



















∂ ∂   to  be  2   [3‐9],  finally  taking  the  limit  of  Hr r→ (here  and  hereafter, 
Hr r→   represents  ( )0 0 0 0 0 0, , , , ,Hv v r r vθ θ ϕ ϕ θ ϕ→ → → → ), we can obtain 
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Here the numerator of  I   is 
  ( )0 0 2 0 1 1 1 2 2 22
H
H H H r r
g r g r g g r →′− + +? ? . 
One can see that this is the left side of Eq. (5), so the numerator approaches to zero, and 
the  denominator  also  approaches  to  zero.  Hence  I   is  an  indeterminate  form  of  0
0
 
type.  Using  LʹHospitalʹs  Rule  and  adjusting  κ   to  let  I   be  1   [3‐9],  then  Eq.  (11) 
becomes standard wave equation in flat space‐time consequently, i.e. 
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which is the ʺsurface gravityʺ of event horizon. When  0Hr =?   and  0Hr ′ = , we have 
  ( )2 2 2 2 24 2
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H H H
r M r M
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The result reduces to the well‐known stationary Kerr‐Newman black holes result. 
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Then  Klein‐Gordon  equation  (11)  near  the  event  horizon  becomes  the  form  as 
follows 
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  ( ) ( , )
i v ik ikR r e θ ϕω θ ϕφ ρ θ ϕ ∗ ∗− + +∗ ∗= ,  (15) 
where  ( , )ρ θ ϕ∗   is  an  arbitrary  real  function,  k θ   is  a  component  of  generalized 




∂≡ ≡ ∂   3
S
k Pϕ ϕ
∂≡ ≡ ∂ , where  S   is the Hamiltonian main function of particles.   
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Substituting  Eq.  (15)  into  Eq.  (14),  after  separating  variables  one  can  gain  two 
independent solutions 
( )( , )exp ,in i v ik ikθ ϕφ ρ θ ϕ ω θ ϕ∗ ∗ ∗= − + +   (16) 
( ) ( )( , )exp 2 exp ,out i A ik B ik C r i v ik ikθ ϕ θ ϕφ ρ θ ϕ ω λ ω θ ϕ∗ ∗ ∗ ∗= − − − − ⋅ − + +   (17) 
where  λ   is a real constant in variable separation. 
The radial components of the above two independent solutions are 
( )exp ,in i vψ ω ∗= −                                   (18) 
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Because  outψ   is  not  analytic  at  the  event  horizon,  it  needs  extending  by 
analytic  continuation  into  the  event horizon  through  the  lower‐half  complex  r ‐plane 
as [1, 2, 20] 
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where  Bk   is Boltzmann constant, “± ” correspond to fermion and boson, respectively. 
The temperature  T   is 
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where  2 2 2( ) cosH Hr a vρ θ= + . 














and  define  2 3, ,
S S S
P k P k
v θ ϕ
ω θ ϕ∗ ∗
∂ ∂ ∂≡ − ≡ ≡ ≡ ≡∂ ∂ ∂ .  Finally  we  can  obtain  the 
energy level distribution of the particles 
  ,  ω ω ω ω+ −≥ ≤ .  (29) 
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When  Hr r→ , we have 
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        ,  (30) 
0ω   is  the maximum value of negative energy state after energy  level overlapping near 
the  event  horizon.  Therefore,  the  incident  negative  energy  particles  satisfying 
0μ ω ω< ≤   will  become  emerging  positive  energy  particles  via  quantum  tunneling 





We  find  that  Eq.  (27)  and  Eq.  (30)  are  the  same, which means  that  the  chemical 
potential  in  thermal  radiation  spectrum  is  equal  to  the  highest  energy  of  negative 
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Taking stationary limit of Eq. (27) or Eq. (30), we can gain 
  0 k Vϕω β= Ω + .  (34) 
This  is  the  well‐known  conclusion.  Therefore,  our  researches  in  this  letter  are 
general, the general results can be degenerated to the conclusion of stationary condition 
of Kerr‐Newman black holes. 
On  the  other  hand,  because  a  lot  of  general  physical  processes  should  satisfy 
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quantitative  causal  relation with no‐loss‐no‐gain  character  [22‐24],  e.g., Ref.  [25] uses 
the  no‐loss‐no‐gain  homeomorphic  map  transformation  satisfying  the  quantitative 
causal  relation  to  gain  exact  strain  tensor  formulas  in Weitzenböck manifold.  In  fact, 
some  changes  (  cause  )  of  some  quantities  in  (7)  must  result  in  the  relative  some 
changes  (  result  )  of  the  other  quantities  in  (7)  so  that  (7)’s  right  side  keeps 
no‐loss‐no‐gain, i.e., zero, namely, (7) also satisfies the quantitative causal relation. And 
(4),  (28)  also  satisfy  the  quantitative  causal  relation  in  the  same  way.  Hence  the 





This  letter  carefully  investigates  quantum  radiative  characteristics  of  slowly 
varying nonstationary Kerr‐Newman black holes, generally shows that the temperature 
and the shape of the event horizon of this kind of black holes depend on both the time 
and  the  angle,  and  further  discloses  a  relationship  between  thermal  radiation  and 
non‐thermal  radiation  in  detail,  which  is  ignored  before.  Then,  this  letter  generally 
reveals that the chemical potential in thermal radiation spectrum is equal to the highest 
energy  of  the  negative  energy  state  of  particles  in  non‐thermal  radiation  for  slowly 
varying nonstationary Kerr‐Newman black holes. Finally, this letter further shows that 
the  deduced  general  results  can  be  degenerated  to  the  conclusion  of  the  stationary 
Kerr‐Newman black holes. 
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